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Chuong 1

PO THI

Mot dd thi G bao gom mot tap cac dinh V (hodc V(G)) , mot tap cac canh
E (hoac E(G)), va mot anh xa cho tudng ing mdi canh e € E(G) voi mot cap
khong sap thit tu cac dinh x, y goi 1a cdc dau mut ctia e. Chung ta néi rang
mot canh lién thudc véi cac dinh néu né nédi cac dinh ctia d6. Ching ta cho
phép x = y, trong truong hgp nay canh duoc goi la mét khuyén. Mot dinh
dugc goi la 6 1ap khi n6 khong lién thudc véi canh nao.

Thong thuong moét do thi duogc biéu dién bdi mot hinh vé trong do chung
ta biéu dién méi dinh béi mot diém trén mat phang va méi canh bi mot doan
thz?mg hoac mét cung ndi mot cap diém. Vi du mot mang ludi duong bo gitra
cac thanh phé. M6t do thi duoc goi la phéng néu né co thé vé dugc trén mot

mat phang ma khong c6 2 canh nao cat nhau. Chu dé vé tinh phang sé duoc
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dé cap dén trong Chuong 33; chung ta sé dé cap dén do6 thi thuan tay t6 hop

dé biéu dién.

canh | dau mut
a X,z
b Y, w
c X,z
d Z, W
e Z,W
f X,y
I'§ Z,W

Hinh 1.1: D3 thi dugc mo6 ta bsi bang

Hinh 1.1 1a mét d6 thi duge mo ta bdi mot bang liét ké cac dinh cua
cac canh. Do thi nay c6 tap cac dinh 1a V = {x,y,z,w} va cac canh E =
{a,b,c,d,e, f,g}; mot hinh vé ctia dd thi nay c6 thé dugc tim thdy & hinh 1.2.

Mot do thi 1a don néu né khong c6 khuyén va khéng c6 2 canh nao cé cting
cap dinh. Hai canh khong phai la khuyén duoc goi la song song khi ching c6
cting cadc dau mut; do thi chita cac canh song song goi la da do thi.

Néu mot sép thit tu duge cho tuong ing voi mot canh, ching ta c6 do thi
c6 hudng. Trong hinh vé ctia do thi c6 hudng, ching ta stt dung mot duong
c6 hudng tir dinh thit nhat t6i dinh thit hai. D6i v6i d6 thi don ¢6 hudng, thi
khong duge c6 khuyén va khong canh phan biét khong dugce c6 cting dau mait
la moét cap sép thu tu.

Khi ching ta dé cap dén do thi don, dé thuan tién ta thuong dong nhat
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cac canh voi cac cap dinh khong sép tht tu ma chung ndi lai; nhu vay canh
ndi x va y c6 thé dugc goi l1a {x, y}. Tuong tu, cdc canh ctia mot do thi don
c6 huéng c6 thé dugc dong nhat bdi mot cap sap thi tu cac dinh phan biét

().

Y

(i) do thi (i) d0 thi c6 khuyén  (iii) d0 thi c6 huéng  (iv) da do thi

Hinh 1.2: Cac loai do thi

C6 nhiéu cach dé vé cung mot dd thi. Vi duy, hai d6 thi trong hinh 1.3 1a
mot.

Chting t6i lam cho diéu nay chinh xac hon, nhung dé tranh dinh nghia ky
thuat khong can thiét vao thoi diém nay, chung ta hay gia st rang tat ca cac
do thi vo hudng 1a va don cho hai dinh nghia tiép theo.

Chung ta no6i hai do thi 1a dé'mg cau néu cé mot su tuong ing mot - mot
gitra cac tap hop cac dinh sao cho néu hai dinh dugc ndi boi mot canh trong
mot do thi, thi cac dinh tuong tng cting dugc ndi bdi mot canh trong dd thi
khéc. Dé ching to ré“mg hai do thi trong hinh 1.3 Ia nhu nhau, hay tim danh
s6 phti hgp ctia cac dinh trong ca hai do thi (sit dung 1,2,3,4,5,6) va dé nhan
thay rang tap hop cac canh la cting mot tap cac cip sap thu tu.

Mot hoan vi o ctia tap hop cac dinh ctia mot do thi G véi tinh chat {a, b}
1a mot canh néu va chinéu {o(a), o(b)} 1a mot canh, duge goi 1a mot tu dang

cau cua G.
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Hinh 1.3: Hai d6 thi dang cau

Bai toan 1A. (i) Ching minh rang cic hinh vé trong hinh. 1.4 biéu dién

cung mot dd thi (cac do thi déng cau).

(ii) Tim nhém céc tu dang cau ctia do thi trong hinh 1.4. Luu y: Khong c6
mot cach nhanh hodc dé dang dé 1am diéu nay trir khi ban may man;

ban sé phai thu.

Hinh 1.4:

Do thi day du K, trén n dinh 1a mot do thi don ¢6 tat ca (5) canh c6 thé.

Hai dinh a va b ctia mot do thi G goi 1a lién ké nhau néu ching phan biét
va dugc ndi bdi mot canh. Ching ta sé stt dung ki hiéu I'(x) dé ki hiéu tap
hop tat ca cac dinh lién ké vdi dinh cho trudce x; cac dinh nay ciing dugc goi la
lan can cua x.

S6 canh lién thudc véi dinh x duge goi 1a bac hodc hoa tri ctia x. Khuyén
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duoc coi 1a déng gop 2 dén hoda tri, nhu nhiing hinh anh ching ta vé goi y.
Néu tat ca cac dinh cia mot do thi 6 cting bac thi do thi duoc goi la déu. Mot
trong nhitng cong cu quan trong trong t6 hgp la phuong phap dém cac vat
nhat dinh theo hai cach khac nhau. N6 1a cung la moét thuc té duoc da biét
dén, néu mot ngudi lam khong c6 16i thi hai cau tra 16i la giong nhau. Ching
toi cung cap mot vi du co ban dau tién. Mot do thi 1a hiru han khi ca hai tap
hop E(G) va V(G) la tap hop hitu han. Ching t6i sé chti yéu quan tdm dén
do thi httu han, vi vay ma c6 thé doi khi chiing toi quén xac dinh diéu kién

nay nhu 1a mot gia thuyét trong mot s6 khang dinh.
Dinh ly 1.1. Mdt do thi hitu han G c¢6 mét s6 chin cic dinh cé béc Ié,

Chitng minh. Xét mot bang liét ké cac dau mut ctia cdc canh, nhu hinh mot 1.1,
S6 muc trong cot bén phai ctia bang 1a hai 1an s6 canh. Mt khéc, bac ctia mot
dinh x theo dinh nghia, s6 1an n6 xuat hién trong bang. Vi vay, s muc trong

cOt bén phai la

Y, deg(x) =2|E(G)|. (1.1)
xeV(G)
Khang dinh dugc suy ra truc tiép tir diéu nay. O

Phuong trinh (1.1) don gidn nhung quan trong. N6 ¢6 thé dugc goi 1a dinh
ly dau tién cua ly thuyét do thi’, va dinh ly 1.1 1a mot hé qua ciia no.

Mot do thi con ctia mot do6 thi G la mot do thi Hma V(H) C V(G), E(H) C
E(G), va cac dau mut cta mot canh e € E(H) cling giébng cac dau ctia né trong
G. H 1a mot do thi con md rong néu V(H) = V(G). D6 thi con ctia G cdm sinh
bdi mot tap con S cac dinh ctia G 1a mot do thi con ma ma tap cac dinh ctia né

chinh 1a S va cac canh ctia n6 1a tat ca cac canh ctia G c6 dau mit nam trong
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Mot 16i di trong do mot do thi G bao gém mot day xen ké cac dinh x; khong

can thiet phan biét va cac canh e;

X0,€1,X1,€2, .+, Xj—1,€k, Xk

ma dau mut ctae; 1a x;_ vax;, i = 1,2,...,k Mot 16i di nhu vay co do dai
1a k. Néu mot d6 thi 1a don, mot 16i di duge xac dinh day cac dinh cta né, hai
phan tr bat ki trong d6 1a lien ke.

Néubo caccanhey, ..., e la phan biét, thi 16i di duoc goi la mot duong di
tr xg dén xj. Néu xo = x; thildi di (duong di) goi la dong. Mot duong di don
la mét duong di ma bo cac dinh xg, x4, . .., x; cing phan biét, chung ta noéi
ching ta c6 mot duong di dong don khi k > 1 va bo tit ca cac dinh 1a phan
biét ngoai trur xg = x.

Néu ludén c6 mot duong di tir x dén y véi moi dinh x, y ctia G, thi G goi la
lién thong. Néu khong G bao gdm mot s6 thanh phan lién thong. Sé 1a thuan

tién néu coi do thi réng vdi khong dinh va khong canh 1a khong lién thong.

Bai toan 1B. Gia st G la mot do thi don trén 10 dinh ma khong lién thong.

Chiing minh rang G c6 nhiéu nhat 36 canh. Dau bang c6 thé xay ra khong?

D¢ dai ctia 16i di ngan nhét tir a dén b, néu c6, duge goi la khoang cach
d(a,b) gitta cac dinh. Mot duong di ngdn nhat nhu vay luon 1a mét duong di

don.

Vi du 1.1. Mot do thi duge biét dén nhiéu la do thi c6 tap dinh la cac nha toan

hoc trén thé gidi. Hai dinh 1a ké nhau néu va chi néu ho cting xuat ban mot
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bai bdo. Khodng cach trong do thi nay, tir mot nha toan hoc dén dinh P. Erdos

dugc goi 1a s6 P. Erdos ctia ngudi do.

00 AT

Hinh 1.5:

Mot da gidc la mot do thi cia mot dudng don dong, chinh xac hon né dugc
dinh nghia 1a mot do thi lién thong hiru han déu bac 2.

Co mot déng cau chinh xac tir mot da gidc P, voi n dinh (thuong goi la
n — giac) voi mdi s6 nguyén duong n. Day cac da giac duge hién thi trong
hinh 1.5

Mot do thi lién thong chira duong di dong don, tuong ting khong chira da

giac la mot do thi con, dugc goi la mot cay.

Bai toan 1C. Ching t6 rang mot do thi lién théng c6 n dinh 1a mot cay néu va

chi néu né cé n — 1 canh.

Bai toan 1D. Mot do thi hai phén déy da K,y ¢c6 n+ m dinh ay,...,a, va
bi,..., by va c6 tht cd canh l1a mn canh {a;, bi}. Ching to rang K3 3 khong

phang.

Khong gidi thiéu vé ly thuyét do thi c6 thé bé qua bai todn vé cac cay cau
& Konigsberg (trudc day 1a mot thanh phé & nude Pho). Song Pregel chay qua
thanh pho nay va chia n6 thanh hai phan. Trén song la ddo Kneiphof. C6 bay
cay cau két n6i khac nhau phan ctia thanh phé nhu trong so d6 hinh 1.6. Trong

7



DICH BOT: NGUYEN QUANG TAN Ly thuyét do thi

Konigsberg

Hinh 1.6: Bai toan cac cay cau & Konigsberg

mdt bai bao dugce viét ndm 1736 béi L. Euler (dugc coi 1a bai bao dau tién trén
ly thuyét dd thi) cc tac gia khang dinh rang cau hoi dudi day la coi 1a rat kho:
C6 thé thuc hién mot 16i di qua thanh phd, trd vé diém xuat phat ma di qua
mdi cau chinh xac mot 1an? Bai viét nay da dan dén viéc dinh nghia sau day.
Mot dudng di khép kin trong mot do thi di qua moi canh mot lan dugc goi la
chu trinh Buler va mo6t do thi c6 mot con duong di nhu vay dugce goi 1a d6 thi

Euler.

Dinh ly 1.2. Mgt do thi hitu han G khong cé dinh c6 lgp (nhung cé thé véi nhiéu

canh) la Euler khi va chi khi né lién thong va moi dinh cé bdc chan.

Chitng minh. G 16 rang phai lién thong. Vi mot dudng di vao mot dinh bang
mot canh va di ra bang mot canh khac, nén tit cac bac phai 1a sb chin. Dé
chiing t6 diéu kién nay la du, ching ta khdi dau véi mot dinh x va bat dau
tao mot tao mot duong di. Chung ta phai di lién tuc va khong dugc st dung
mot canh 2 1an, cho dén khi ching ta khong thé di thém dugc nira. Vi moi
dinh déu c6 bac chén, nén diéu nay chi xay ra khi chung ta quay trd lai x va
tat cd cdc canh xut phat tir x da dugc st dung. Néu con c6 canh khong dugce

st dung, chiing ta xét do6 thi con tao bdi cac canh nay. Chung ta st dung quy



DICH BOT: NGUYEN QUANG TAN Ly thuyét do thi

trinh tuong tu trén do thi con va tao ra mot duong dong thi hai. Néu ching
ta bat dau dudng di thit hai tai mot diém xuat hién trén duong thu nhat, thi
hai duong di c6 thé két hgp thanh mot duong di dong dai hon tir x dén x. Do

dé6 duong di dai nhat trong cac duong nay phai st dung tat ca cac canh. [

Bai toan vé cac cdy cau ctia Konigsberg dugc mo ta trong hinh vé 1.6.
Khong c6 dinh nao c6 bac chan, do d6 khong c6 chu trinh Euler.

C6 thé xem xét bai toan tuong tu trong do thi c6 hudng va diéu kién da
cho mot chu trinh Euler c6 hudng 1a do thi lién thong, moi dinh 'bac vao’ bé“mg

‘bacra’.

Vi du 1.2. Mot tro gidi d6 véi tén goi Instant Insanity lién quan dén bén hinh
lap phuong vdi cac mat mau do (red), xanh (blue), xanh 1a cay (green) va vang
(yellow) sao cho méi hinh 1ap phuong c6 it nhdt mot mat moi mau. Bai toan
yéu cau tao mot cach sap xép nhiing hinh lap phuong nay sao cho tat ca 4
mau xut hién trén moéi mat trong bén mét. Trong hinh 1.7 ching ta mo6 ta 4

hinh 1ap phuong théa man yéu cau trong dang phang.

R R G B
RIY|G|B RIY|B|G BB R|Y GIY|IR|G
R Y G Y

Lap phuong 1 Lap phuong 2 Lap phuong 3 Lap phuong 4
Hinh 1.7: Giai d6 Instant Insanity

Viéc thir hét cac truong hop khong phai 1a mot y tudng hay. Cach tiép can
c6 hé thong nhu dudi day. Thong tin can thiét vé cac khéi lap phuong duoc
cho bdi bdn dd thi trong hinh 1.8. Mét canh lién thudc véi hai mau ké nhau
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G

Lap phuong 1 Lap phuong 2 Lap phuong 3 Lap phuong 4 dé thi G

Hinh 1.8: D0 thi ctia Instant Insanity

xut hién trén cac mat ddi dién caa hinh lap phuong. Chung ta thu dugc do
thi G béng cach Chéng tat ca bon do thi va danh sé canh dua theo cac do thi
ban dau. Khong khé dé thy rang chung ta can tim trong G hai d6 thi con déu
bac 2, véi cac canh dugc danh s6 1,2,3,4 va chung khong c6 canh chung. Mot
do thi con néi cho chiing ta biét nhitng c&p mau sac sap xép trén canh trai va
phai ctia sau khi chong bon 1ap phuong lai. D6 thi con con lai mo ta cac mau
sac trén mat trudc va mat sau. Tat nhién, rat dé dang dé€ quay cac hinh lap
phuong dé mau sic § noi ma ching ta mong mudn. Piém mau chét cta vi du
nay la ching ta chi mat mot phut dé tim hai dd thi con dugc mo ta nhu treen.
Trong vi du nay 1oi giai la duy nhat.

Chung ta de cap dén khai niém tuong tu véi chu trinh Euler nhung thuc
té hoan toan khac biét. Mot chu trinh Hamilton trong mot do thi G 1a mot
duong di déong don ma di qua tat cd dinh ding mot 1an. Mot do thi chita mot
chu trinh Hamilton néu va chi néu né ¢ mdt da gidc nhu la mot do thi con
md rong. Vao gitra thé ki 19, ngai William Rowan Hamilton c6 gang phd bién
viéc tim mot duong di dong trong d6 thi ctiia hinh muoi hai mat (Hinh 1.9).

Do thi trong hinh 1.4 dugc goi 1a do thi Petersen va mot i do ma né néi

tiéng la bdi vi n6 khong la Hamilton; né chira n-giac néun =5,6,7,8,9, va
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&

Hinh 1.9: Hinh muoi hai mat

khong chura khi n = 7 hodc n = 10.

Theo dinh ly 1.2, dé dang dé kiém tra mot d6 thi ¢6 chita chu trinh Euler.
Mot may tinh c6 thé dé dang dugc 1ap trinh dé kiém tra cac bac ctia mot do thi
la chan hay khong va do6 thi c6 lién thong hay khong, va tham chi la tao ra mot
chu trinh Euler khi né ton tai. Tréi nguoc voi diéu nay, bai toan xac dinh mot
dd thi bat ki ¢6 chita moét chu trinh Hamilton ¢6 thé 1a ‘nan giai’. Chinh xac

hon, n6 da dugc ching minh la NP — déy du - xem Garey va Johnson (1979).

Bai toan 1E. Cho Ay, ..., A, la n tap con phan biét caa n-tdp N = {1,...,n}.
Chiing minh rang c6 mét phan tir x € N sao cho cac tap A;\{x},1 <i < n,
déu phan biét. D€ lam diéu nay, tao mot dd thi G trén cac dinh A; véi mot
canh la c¢6 'mau’ gitra A; va A; néu va chi néu hiéu déi xing ctia A; va A jla
{x}. Xét cac mau xuat hién trén cac canh ctia mot da giac. Chung to réng co
thé x6a cac canh tir G theo cach khong con lai da gidc nao va s mau khac

nhau con lai 1a bang nhau. Sau d6 stt dung bai tap 1C.

Bai toan 1F. Chu vi ciia mot do thi 1a do dai da gidc nho nhat trong do thi.
Cho G 1a mét do thi véi chu vi 5 ma tat ca cac dinh c6 bac > d. Chitng minh

rang G c6 it nhat d + 1 dinh. Dang thic c6 thé xay ra khong?

11
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Bai toan 1G. Chung minh réng mot do thi don hitu han véi nhiéu hon mét

dinh, c6 it nhat hai dinh c6 cting béc.

Bai toan 1H. Mot do thi trén tap cac dinh {1,2, ..., n} thuong duge mo ta bdi
mot ma tran A ¢0 n, trong do a;; va aj; bf?mg s6 canh véi dau mat i va j. Giai

thich y nghia t6 hgp cac phan tit trong ma tran A2?

Bai toan 1I. Cho Q := {1,2,...,4}. Cho G la d6 thi ma cac phan t ctia Q"
la cac dinh va moét canh gita (aq, 4y, ...,a,) va (by, by, ..., by) néu va chi néu

a; # b; xay ra voi duy nhat mot gid tri i. Ching t6 rang G 1a Hamilton.

Bai toan 1J. Cho G la mét ma tran don c¢6 n dinh (n > 3) va khong c6 dinh
nao c6 bac bang n — 1. Gid stt rang bat ki hai dinh nao ctia G ciing c6 duy nhat

mot dinh ndi ca hai.
(i) Néu x va y khong lién ké, chitng minh rang chiing c6 cting bac.
(ii) Ching minh rang G la mot do thi déu.

Chuy.
Paul Erdos (1913-1996) c6 1é 1a nha toan hoc c¢6 nhiéu tac phdm nhat thé ki
20 vé&i hon 1400 bai bao da dugc xuat ban. Péng gép cta 6ng cho t6 hop, ly
thuyét s6, Iy thuyét tap hgp, vv... bao gom nhiéu két qua quan trong. Ong da
hgp tac véi nhiéu nha toan hoc trén thé gioi, tat ca ho tu hao ré“mg c6 Erdos
- s6 bang 1, trong s6 d6 c6 cac tac gid ctia cudn sach nay, xem J.W.Grossman
(1997).

Leonhard Euler (1707 -1783) la mot nha toan hoc Thuy Si da danh phan

16n cudc doi minh & St. Petersburg. Ong 1a nha toan hoc c6 nhiéu tac pham
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nhat ciia moi thdi dai. ThAm chi sau khi bi mut vao ndm 1766, cong viéc ctia
ong van tiép tuc véi cting toc do. Trong ndm 1986, dién ra 1é ky niém lan thi
250 sinh nhat ctia ly thuyét do thi dua trén bai bao ctia Euler vé bai toan cac
cay cau & Konigsberg . Konigsberg bay gio la thanh phé Kaliningrad & Nga.

Dé gigi thiéu co ban ly thuyét do thi, ching t6i khuyén cao ban tham khao
R]J Wilson (1979), va J] Watkins va R] Wilson (1990).

Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) la mot nha toan hoc nguoi Ailen.
Ong dugc coi la mot thién tai. Ong biét 13 ngdén ngr & 12 tudi va duge bd
nhiém lam gido su thién van hoc tai Trinity College Dublin vao nam 22 tudi
(trude khi hoan tat van bang ctia minh). Cong viéc chti yéu cta éng la trong
vat ly toan hoc.

Tai liéu tham khao

e M. Garey and D. S. Johnson (1979), Computers and Intractability; A Guide

to the Theory of NP-completeness, W. H. Freeman and Co.

e J. W. Grossman (1997), Paul Erdos: The Master of Collaboration, pp.
467-475 in The Mathematics of Paul Erdos, R. L. Graham and ]. Nesetril

(eds.), Springer-Verlag.

e J.J. Watkins and R. J. Wilson (1990), Graphs (An Introductory Approach), ].

Wiley and Sons.

e R.J. Wilson (1979), Introduction to Graph Theory, Longman.
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Chuong 2

CAY

Chiing ta dén vdi dinh ly khong dé dang dau tién. N6 la ctia A. Cayley
(1889). Chung tdi sé cung cap ba chiing minh khac nhau & day. Hai ching
minh nita sé ndm & cac chuong sau, xem Vi du 14.14 va Vi du 38.2. Hai chiing
minh dau minh hoa mét phuong phap dugc st dung rat thuong xuyén trong
t6 hop. D& dém cac dbi tuong ma dudng nhu 1a khé dém, ngudi ta sé tim mot
song anh vao mot tap cac doi tuong khac c6 thé xac dinh luc lugng dé dang

hon.
Dinh ly 2.1. Cé n" 2 cdy khdc nhau dugc "ddn nhan” trén n dinh.

Thuat ngtt dan nhan nhdn manh rang chiing ta khong dong nhat cac do
thi dang cau. Chung ta phai c¢6 dinh tap hop cac dinh, va hai cay duoc tinh
1a mot néu va chi néu ching cé cting cap dinh ké nhau. Mot cdy md rong ctia
mot do thi lién thong G 1a mot do thi con md rong ctia G ma né 1a mot cay.
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Dinh ly c6 thé phat biéu 1a: D6 thi day du K, c6 n~2 cdy md rong.

Vi du 2.1. Day la la 16 cay dugc ddn nhan trén 4 dinh.

p

L

AN
NX Z

XL
NX T

Vi du 2.2. Day la cac cay khong dang cdu trén 5 dinh: S6 cdy mé rong trong

Ks déng cau vdi mot cay T cu thé trén 5 dinh 1a 5! chia hét cho bac nhém tu
dang cAu ctia T (tai sao). Nén c6 5! /2 = 60 cdy dang cau vdi mot trong hai

cay khéc, trong téng s6 125 cay md rong.

Bai toan 2A. Tim sdu cay khong dang cAu trén 6 dinh va tinh s6 cAy mé rong

phan biét trong Ky dang cau v6i mot trong 6 cdy néi trén.

Trude khi bat dau chirng minh, chiing ta tién hanh cac quan sat dudi day.
(C6 thé doc gia da chti y dén nhitng diéu nay khi gidi bai tap 1C). Thit nhét,
moi cdy vdi n > 2 dinh c6 it nhat hai dinh don (dinh bac 1). Piéu nay c6 dugc
ngay, vi du, tu Bai tap 1C va phuong trinh (1.1): téng cuacacbacdy,dy, ..., dy,

void; > 1, béng 2n — 2. Thi hai, néu c6 mot dinh don va canh lién thudc cta
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no duoc xoa di tor mot cay, thi do thi thu duogc van 1a mot cay. Cubi cung, voi
mot cay T, néu ching ta thém mot dinh méi x va mot canh méi ndi x véi bat

ky dinh nao cta T thi d6 thi méi cting 1a mot cay.

Hinh 2.1:

Chitng minh 1. Chiing minh dau tién ma ching t6i gidi thiéu thuoc vé H.
Priifer (1918), st dung moét thuat toan ma né ma no cho tuong ing mot cay T
bat ki vdi mot cdi ‘tén” P(T) (goi la ma Priifer) dic trung cho cay.

Trong cac dinh cta Ky, ta ldy tap sap tha tu V = {1,2,3,...,n}. Cho
moét cdy mo rong T trong K, ta dat Ty = T va sinh ra mot day cac cay
Ty, Ty, ..., T,—1 va hai day cac dinh sau day: Cho cay T; véi n — i + 1 dinh,
i=1,2,...,n—1,dit x;1a dinh don nh& nhat cta T; va xdéa x; va cac canh lién

thuodc {x;, y;} t T; thu dugc cay Tjyq trén n — i dinh. Tén cta T la

P(T) = (}/L Ya,.-o s Yn—2

Chung ta khéng dinh rang anh xa P tir tap tat ca cdc cAy md rong trong Ky,
t6i tap V"2 tap hop tt cac tén c6 thé c6, 1a mot don dnh va toan anh. Diéu
nay sé chitng minh rang sb cac cdy md rong trong K, 1a n" 2.

Vi cay trong hinh 2.1, trong d6é n = 10, chung taco (x1,y1) = (3,2), (x2,¥2) =

(4,2),(x3,y3) = (4,2),(x3,¥3) = (2,1),...,(x9,y9) = (9,10); nhitng canh
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nay la cac cot cia ma tran dudi day:

342567 1 8 9
22117110 10 10

Nén P(T) = (2,2,1,1,7,1,10, 10, 10). Khong bao gdm yg = 10.

Dé hiéu tai sao P la mot song anh, trudc hét chiing ta chti y mot vai thuc té
don gian vé cac x; va y;. Thit nhat y,,_1 ludn ludn bang n. Bi vi moi cay (véi
it nhat hai dinh) c6 it nhat hai dinh don nén dinh 1 sé khong bao gio 1a dinh
don nho nhat. Tha hai, xy, Xki1,---,Xp—1 van la cac dinh caa cay Ty. Thu ba,
{xj,yith, k<i<n-—1,1a tat ca cac canh cua Tj theo mot thi tu nao do.

S6 lan mot dinh v xuat hién trong y1, Y2, . - ., Yu—2 1a degr(v) — 1. D6 1a boi
vi v xuat hién deg (v) lan trong cac canh {x;,y;}, v6i1 <i <n —1,va ding
mot 1an trong x1, %y, ..., X1, Yn_1. Tuong tu, s6 lan mot dinh v cta Ty xuat
hién trong vy, Yk11,- - -, Yn—2 nhd hon bac cua no trong cay Ty mot don vi. Dac

biét, cac dinh don ctia Ty 1a cdc phan t cia n6 trong V va khong nam trong

{x1, 20, o -1 ULV Yis1s -0 Yn—1},

va diéu nay nghia la x;, dinh don nho nhét ctia Ty, 1a phan tir nhd nhat
ctia {1,2,...,n} ma khong ndm trong tap ndi trén. Dac biét x1 1a phan t& nho
nhat ctia V khong nam trong tén P(T), va ching ta c6 thé xac dinh x; duy

nhét tir P(T)vaxy, ..., Xp_1. ]

Bai toan 2B. C6 bao nhiéu cay T trén tap cac dinh {1,2,3,4,5,6,7} ma cac
dinh 2 va 3 c6 bac 3, dinh 5 c6 bac 2, va cac bac khac c6 bac 1? Khong vé hinh

nhung xét tat ca cac ma Priifer c6 thé co trén cac cay nay.
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Chitrng minh 2. Chung ta sé dua ra mot ching minh khéc, lai st dung mot
thuat todn nguge. Xét bat ki anh xa f tir {2,3,...,n — 1} dén {1,2,...,n}.
Cé n" 2 4anh xa f nhu thé. Xay dung mot do thi cé huéng D trén cac dinh
1 dén n bang cac dinh nghia (i, f(i)),i = 2,...,n — 1, 1a cac canh. Hinh 2.2

dua ra moét vi du véi n = 21. D bao g6m hai cay 'bat r&’ tir 1 va n va mot s6
, 21
12
4 3 7 o A
16 19 -
9 10 11 2 P AR
17 : 14

Hinh 2.2:

(goi 1a k) cac chu trinh (da gidc c6 hudng) ma cac cdy dugc dinh vao. (Cay
c6 hudng ma tit ca cac canh hudng vao mot dinh, goi 1a gdc, duge goi la
arborescences). Nhitng chu trinh ndy ndm trong hinh 2.2, trong d6 dinh ngoai
cting bén phai cta dinh thi i duge ki hiéu 1a r;, 1a phan tit nhé nhét cda
n6 (va [; 1a dinh bén tay trai). Cac chu trinh dugc xép thi tu theo diéu kién
1 < 1y < -+ < 1g. Véi D ching ta két nbi cac cay thu duge bang cach thém
vao cac canh {1,11},{r, 2}, ..., {re—1, It }, {rx, n} va x6a di cac canh {r;,I;}
nhu trong hinh 2.3.

Néu cay trong hinh 2.3 duoc cho san, xét mot duong di tir 1 dén n (=21).
Dat ry := 1. Dinh nghia r; 1a s6 nhé nhét trén duong di nay (ngoai trir ro=1)
va téng quét r; 1a s6 nho nhat trén duong di tir r;_1 dén n. Dé dang thay rang

chung t6i da khoi phuc duoc lai anh xa f theo cach nay. ]

Tong quat hoa ctia chiing minh nay dugc tim thay trong Egecioglu va Rem-

mel (1986).
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AANTR T A

Hinh 2.3:

Bai toan 2C. Cho G la mét do thi dinh hudng véi cac dinh xq, ..., x, chira
mot chu trinh Euler ¢6 hudng trong né. Mot arborescence md rong vdi goc x;
1a mot cdy m& rong T ctia G, voi goc x; sao cho vi moi i # j ludn ton tai mot
duong di ¢6 hudng tir x; dén x; trong T. Chiing minh rang sb arborescence

md rong ctia G vdi gbe x; khong phu thude vao i. (Bai nay kho; xem gai v.)

Chitng minh 3. By gid chung t6i dua ra mot chiing minh bang cach dém vi
thdy rang phuong phap nay rat hitu ich. Chiing t6i nhac lai cho doc gia dinh
nghia ctia mot hé s6 da thuc. Cho 4, ..., 7, 1a cac s6 nguyén khong am véi

tong n. Thi (! ) dugc dinh nghia bgi

n
(x1+x24+--+x)" = Z (7’1 N Vk) X .x,:", (2.1)

trong d6 téng dugc 14y theo tat ca cac k-bo (r1,...,7) c6 tong bang n.

Vi(xp 4+ 44 x)" = (x+ -+ x0)" (v -+ ), taco

k
-1
( " ):Z( " ) (2.2)
Yi,...,7k i—1 7’1,...,1’i—1,...,1’k

Chung ta ki hiéu sO cay duogc gén nhan vdi n dinh ma c6 cacbacdy, do, ..., d,
boi t(n;dy,dy, ..., dy). RO rang sb nay bang 0 néu va chi néu c6 mot d; bang 0.
Gia tri cta t(n;dq,do, ..., dy) chi phu thudc vao da tap hop cta céac s6 d; ma

khong phu thudc vao thit ty ctia ching. Khong mat tinh tong quat, ching ta
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gia su réng dp >dy > - >dy,nénd, = 1. Léy dinh v, ung v6i d,,. N6 noi

v6i dinh v; vdi d; > 2, va bat dinh nao con lai cting la mét ing ctr vién. Do d6
n—1
t(n;dl,dz, .. .,dn) = Z t(ﬂ — 1,‘d1, . .,dl’ — 1, .. -/dn—l)- (23)
i=1
Viéc kiém tra dang thitc sau v6i n = 3 1a tam thuong

n—2
t(n,‘dl,dz,...,dn) = (dl 1 d _1) (2.4)
7eccrtn

Vi cac s6 & vé bén trai ciia dang thitc (2.4) théa man quan hé truy hdi (2.3), con
cac s6 & bén vé phai théa man quan hé truy hoéi (2.2), tir d6 suy ra bang quy
nap dang thic (2.4) diing v6i moi n. Trong (2.1), ching ta thay n bdi n — 2, k

bdin, r; bdi d; — 1 va x; bsi 1. Ta thay

n""2 =Y tn;di,dy, ... dy).

So sanh (2.4) vdi Bai toan 2B.

Mot cdy mé rong duge xay dung dé dang bang cach bat dau tir mot dinh
bat ki, 1y cac canh t6i cac dinh vdi khodng cach bang 1, thi mét canh t6i méi
dinh véi khoang cach 2, vv...Cé nhiéu cach xay dung khéc kha thi (vi du nhu
bat dau bang G va xda cac canh phu hgp).

Mot do thi khéng c6 do thi con la da gidc duge goi 1a la mot ring. Moi
thanh phfm C1,Cy, ..., Cy cia moét rung G la moét cay, nén néu mot rung voi n

dinh c6 k thanh phan thin6 ¢6
(IV(C) =)+ (V(C) =1) + - + ([V(C) =1) =n —k

canh.
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Mot do thi co trong s6 1a mot do thi G cung voi mot ham s6 cho tuong ung
méi s6 thuc c(e) (thuong 1a khong &m) véi mdi canh e, goi la do dai hoac gia
tiy theo ngtt canh. Chung ta hay st dung thuat ng ‘gia’ & day. Cho mot do

thi lién thong c6 trong s6 G, dinh nghia gia ciia mot cdy md rong T cta G 1a

e€E(T(

Mot do thi c6 thé dugc biéu dién 1a mot mang ludi cac thanh pho trong d6
c({x, y}) 1a gid caa viéc lap dat mot duong day dién thoai ndi cac thanh phd x
va y, va 1o rang tim mot cdy md rong ré nhat trong G 1a bai toan thuc té quan
trong.

Phuong phap dudi day thuong dugc goi la thuat toan tham lam. Trong
thuc té, n6 chi la mot trong s6 cac thuat toan cé thé duogc goi la thuat toan
tham lam, trong d6 ngudi ta khong 1én ké hoach truée nhung lay nhirng gi 6
vé 1a lua chon tot nhat tai mdi thoi diém va khong xem lai. Diéu ngac nhién
la mét thu tuc don gian nhu vay lai thuc su tao ra mét cdy md rong vdi gia ré
nhat, diéu nay dugc chiing minh trong Dinh ly 2.2 duéi day. Ta goi mot tap S
cac canh ctia mot do thi G 1a doc lap néu do thi con mé rong véi tap canh S
(ki hiéu G:S) 1a mot rung.

Thuat toan tham lam. Cho G 1a mot do thi c6 trong s6 lién thong véi n dinh.
Tai mdi thoi diém, ching ta sé c6 mot tap {ey, ez, ..., ¢;} cua i canh doc lap
(bat dau v6ii = 0),thi G : {e1,ep,...,e;} c6 n — i thanh phan. Néui < n — 1,
dat e; 1 1a mot canh véi cac dau mat nam trong cac thanh phan khac nhau
ctia G : {e1,es,...,e;} va gid ctia né la nho nhat déi véi tinh chat nay. Dirng

khi chung ta da chon duoc n — 1 canh.

Pinhly 2.2. Véiey, ..., e,_1 da dugc chon dtrén, cdymérong Tp := G : {e1,...,en—1}
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c6 tinh chat ¢(Ty) < c(T) vdi bat ki cdy mé rong T.

Chitng minh. Goi {ay,a, ..., a,_1} 1a tap canh ctia mot cay T da dugc danh s6
thic(ay) < c(ap) < --- < c(ay_1). Ching ta khang dinh mét diéu gi d6 manh
hon ¢(Ty) < ¢(T) nhiéu; cu thé 13, chiing ta khang dinh rang c(e;) < c(a;) v6i

méii=1,2,...,n— 1. Néu diéu nay sai thi
c(ex) > c(ay) > c(ag—q) = -+ = c(ay)

voi mot gia tri k. Vi khong c6 canh nao trong s6 cac canh aq,ay, ..., a; duoc
chon tai thoi diém e, dugc chon nén mdi canh trong k canh nay c6 hai dau
mut trong cung moét thanh phén G:{ei, ey, ...,er_1}. SO thanh phén cua G :
{aq,ay,...,a;} nhonhatbang s n —k+ 1 thanhphancta G : {ey, ez, ..., ex_1}

va diéu nay mau thuan véi thuc té la {aq, ay, ..., a;} doc lap. H
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